Вариационное исчисление и методы оптимизации`

Специальность – Математика

Курс – 3, семестр - 5

Часть 2. МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ

Лекция № 18. Существование решения экстремальных задач

Приводится пример неразрешимой задачи оптимального управления. Доказывается классическая теорема Вейерштрасса о существовании минимума непрерывной функции, а также ее обобщение – теорема о минимуме функционала. 
18.1. Постановка задачи

Рассматривается задача Коши 
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Управление 
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  выбирается из множества
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Критерий оптимальности в данном случае имеет следующий вид:
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Ставится следующая задача оптимального управления:

Задача 18.1. Найти управление u(U, которое доставляет минимум функционалу I на множестве U.

Учитывая определение множества допустимых управлений, установим неравенства 
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Тогда для любого допустимого управления справедливо соотношение
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Таким образом, мы оцениваем снизу значения минимизируемого функционала на множестве допустимых управлений.

Рассмотрим последовательность 
[image: image7.wmf]{},
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 определяемую следующим образом (см. рис. 18.1)
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Рис. 18.1. Минимизирующая последовательность в задаче 3.

Оценим решение хk задачи (18.1), соответствующее управлению uk (см. рис. 18.2). При  2j/2k ( t < (2j+1)/2k  имеем
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Аналогично при  (2j+1)/2k ( t < (2j+2)/2k  получаем 
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На основе установленных соотношений установим неравенство
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Рис. 12. Последовательность состояний.

Пользуясь полученными оценками, будем иметь
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Переходя к пределу при  k ( ( , установим, что  Ik ( -1/2 .

Согласно неравенству (18.2) на любом допустимом управлении значение минимизируемого функционала не меньше, чем -1/2 . В то же время при достаточно большом номере k на управлении uk , определяемым по формуле (3.6), значение функционала сколь угодно близко к значению -1/2 . 

Вывод. Нижняя грань функционала I на множестве U равна  -1/2 .
Из условия (18.2) следует, что допустимое управление, на котором достигается нижняя грань функционала на множестве допустимых управлений, должно быть таковым, что одновременно выполняются следующие два равенства:
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Из соотношений (18.1) следует, что управление и состояние системы связаны равенством 
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В случае интегрируемости управления из последнего равенства следует, что функция х непрерывна. Тогда из формулы (18.4) следует, что функция х тождественно равна нулю. Обращаясь к уравнению (18.1), заключаем, что и управление также должно быть тождественно равно нулю. Однако в этом случае оно уже никак не может удовлетворять равенству (18.5). Таким образом, из выполнения условия (18.4) непременно следует нарушение соотношения (18.5), т.е. эти равенства не могут быть справедливыми одновременно. Однако одновременное выполнение указанных соотношений является единственной возможностью достижения нижней грани функционала. В результате заключаем, что нижняя грань функционала не достижима, что и означает отсутствие оптимального управления в задаче 18.1
Вывод. Нижняя грань функционала I на множестве U не достижима.
Полученный результат, казалось бы, вызывает явное недоумение. Задавая конкретное управление, мы получаем вполне определенное значение критерия оптимальности. Другому управлению соответствует другое значение минимизируемого функционала. Таким образом, одно из выбранных управлений будет лучше другого в смысле выбранного критерия. Естественно предположить, что в силу ограниченности множества допустимых управлений какое-то из управлений окажется лучше всех остальных. Как же тогда можно понимать установленную неразрешимость оптимизационной задачи?

Отсутствие оптимального управления означает, что какое бы управление не было выбрано, всегда найдется такое допустимое управление, значение функционала на котором будет еще меньше. В частности, для любого допустимого управления v найдется такой номер k, что значение функционала I на управлении uk , определенном по формуле (18.2), будет меньше, чем I(v) . Здесь наблюдается полная аналогия с задачей определения минимального числа открытого интервала (0,1). Какое бы малое положительное число мы не взяли, всегда найдется положительное число с еще меньшим значением. Несмотря на ограниченности интервала (0,1), мы так и не сможем указать наименьший из его элементов по той простой причине, что минимальное положительное число просто не существует.

Однако, у нас, казалось бы, есть в распоряжение последовательность допустимых управлений {uk}, определяемая соотношениями (18.2). Мы знаем, что она действительно является минимизирующей, т.е. с ростом номера k соответствующие значения функционала сходятся к его нижней грани на множестве допустимых управлений. Что же нам мешает считать оптимальным управлением предел указанной последовательности? Действительно, если эта последовательность сходится к некоторой функции u, то, по-видимому, можно было бы установить сходимость I(uk) ( I(u). Однако мы уже знаем, что последовательность {I(uk)} сходится к нижней грани функционала. Тогда на основе установленных результатов можно было бы прийти к выводу, что число как раз и равно нижней грани минимизируемого функционала на множестве допустимых управлений. Следовательно, функция u оказывается решением той самой задачи, отсутствие решение которой мы как будто установили.

Все возможные противоречия будут устранены, если признать, что определенная выше последовательность {uk} вообще не сходится, т.е. не имеет предела ни в каком разумном классе функций. Действительно, с ростом номера k неограниченно возрастает и число разрывов соответствующего управления. Более того, для достаточно большого номера k на любом сколь угодно малом интервале времени функция uk будет иметь сколь угодно большое число точек разрыва. 

Возникает вопрос, почему одни оптимизационные задачи оказываются разрешимыми, а другие нет? Для того чтобы дать ответ на этот вопрос, нам предстоит выяснить, можно ли заранее (т.е. до получения условий оптимальности) установить, будет ли задача оптимального управления иметь решение?

18.2. Теорема Вейерштрасса
Прежде, чем установить разрешимость экстремальной задачи общего вида, обратимся к простейшему результату этого направления. Известна классическая теорема Вейерштрасса о существовании минимума непрерывной функции:

Теорема 8.1. Непрерывная функция на замкнутом отрезке достигает своего минимума и максимума.

Доказательство. Мы ограничимся доказательством существования минимума функции, поскольку существование максимума доказывается аналогично. Итак, дана непрерывная функция f на некотором отрезке [image: image19.wmf][,].
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 В силу непрерывности функции множество ее значений 
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 ограничено снизу. Тогда указанное множество имеет нижнюю грань [image: image21.wmf](
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 Это означает, что существует минимизирующая последовательность, т.е. такая последовательность [image: image22.wmf]{}
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 точек отрезка 
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 что имеет место сходимость
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Поскольку все элементы последовательности принадлежат отрезку 
[image: image25.wmf][,],
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 данная последовательность ограничена. Пользуясь теоремой Больцано – Вейерштрасса, выделяем из нее такую подпоследовательность
[image: image26.wmf]{}
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 В силу замкнутости отрезка и установленной сходимости предел х будет также принадлежать данному отрезку. Наконец, учитывая непрерывность функции f, установим сходимость [image: image28.wmf]()().
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 Согласно (18.6) вся последовательность 
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 имеет своим пределом значение [image: image31.wmf](
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 Таким образом, справедливо равенство
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Итак, нашлась такая точка 
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 на которой достигается нижняя грань функции f на отрезке 
[image: image34.wmf][,].
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 Теорема доказана.

Как видно из рисунков 18.1 и 18.2 требования непрерывности функции и замкнутости отрезка существенны для существования минимума функции.


[image: image35.emf] 

()1/ fxx



 

 a  

 b  

                       
[image: image36.emf] 

() fxx



 

  0  

  1  


                        Рис.18.1. Разрывная функция                   Рис.18.2. Непрерывная функция на 

                   на отрезке не достигает минимума.      открытом интервале не достигает минимума.    

3.5. Существование оптимального управления

Приведем один результат, касающийся разрешимости экстремальной задачи. Предположим, что необходимо найти функцию, минимизирующую некоторый функционал I на заданном множестве допустимых управлений U. Если указанный функционал ограничен снизу, то существует нижняя грань числового множества  I(U) . Это означает, что существует минимизирующая последовательность, т.е. последовательность таких элементов {uk} множества U, что имеет место сходимость I(uk) ( inf I(U) . Таким образом, при сделанных предположениях существует последовательность допустимых управлений, на которой функционалы сходятся к своей нижней грани. Однако нам пока еще не известно, будет ли сходиться сама последовательность {uk}.

Будем полагать, что U есть ограниченное подмножество некоторого нормированного пространства V. Тогда существует такая положительная константа с, что имеет место оценка  || v || ( с . В результате установим, что последовательность {uk} равномерно ограничена, т.е. справедливо неравенство  || uk || ( с  для любых значений индекса k. Если пространство V является гильбертовым, то согласно теореме Банаха – Алаоглу (обобщение теоремы Больцано – Вейерштрасса на случай бесконечномерных пространств) из  {uk}  можно выделить такую подпоследовательность (с сохранением исходного обозначения), что имеет место сходимость  uk ( u слабо в V. Это означает, что для любой функции  из V имеет место сходимость скалярных произведений  (uk,) ( (uk,) .  На данном этапе исследования мы установили, что существует слабый предел минимизирующей последовательности. Однако пока еще не ясно, принадлежит ли он множеству допустимых управлений или нет.

 Предположим, что множество U является выпуклым и замкнутым (т.е. содержащим пределы любой сходящийся в смысле нормы последовательности элементов этого множества). Из теории гильбертовых пространств известно, что любое выпуклое замкнутое подмножество гильбертова пространства оказывается слабо замкнутым, т.е. содержит пределы всех слабо сходящихся элементов указанного подмножества. Поскольку минимизирующая последовательность состоит из элементов множества U и слабо сходится, то при сделанных предположениях ее слабый предел u непременно принадлежит интересующему нас множеству U, т.е. будет допустимым управлением. Однако пока еще не известно, действительно ли на нем достигается нижняя грань минимизируемого функционала.

Предположим, что функционал I является выпуклым и непрерывным. Из теории гильбертовых пространств следует, что любой выпуклый непрерывный функционал является слабо полунепрерывным снизу. Это означает, что при uk ( u слабо в V справедливо соотношение

                                     I(u)  (  inf lim I(uk) .                              (3.9)

Последнее неравенство говорит о том, что последовательность {I(uk)} , возможно, сама и не сходится, но имеет сходящиеся подпоследовательности (о таких подпоследовательностях как раз говорит теорема Больцано – Вейерштрасса). Так вот, согласно неравенству (3.9) слабая полунепрерывность функционала предполагает, что нижняя грань пределов всех подпоследовательностей {I(uk)} не превосходит значения I(u) . В нашем случае речь идет не о какой-то произвольной слабо сходящейся последовательности, а о последовательности минимизирующей функционал на множестве U. Таким образом, {I(uk)} не просто обладает сходящимися подпоследовательностями, а сходится сама, причем не куда-нибудь, а к нижней грани функционала I на U. Тогда неравенство (3.9) принимает вид 

I(u) ( lim I(uk) = inf I(U) .

Полученное выражение говорит о том, что нижняя грань функционала I на множестве U не превосходит значения функционала на элементе u. Однако мы установили ранее, что этот элемент сам принадлежит U. Естественно, ни один элемент множества не может быть строго меньше нижней грани этого множества. Следовательно, приведенное выше соотношение может выполняться исключительно в форме равенства. Это означает, что на элементе u из U минимизируемый функционал в точности равен его нижней грани на этом множестве. Таким образом, исследуемая задача имеет решение, которым является допустимое управление u.

Полученные результаты можно сформулировать в виде теоремы:

Теорема 4. Задача минимизации ограниченного снизу выпуклого полунепрерывного снизу функционала на выпуклом замкнутом ограниченном подмножестве гильбертова пространства имеет решение.

Замечание 3.3. В принципе, управление может и не быть элементом гильбертова пространства. Утверждения теоремы 4 остаются в силу и для рефлексивных банаховых пространств общего вида, для которых также справедливы утверждения теоремы Банаха – Алаоглу. Единственное техническое отличие (не меняющее, впрочем, сути дела) – несколько более сложное описание слабой сходимости: в общем случае уже нельзя пользоваться скалярным произведением. Примером рефлексивных банаховых пространством могут служит пространства функций, интегрируемых (по Лебегу) с произвольной степенью выше единицы.

Замечание 3.4. В последующем примере мы убедимся, что существование оптимального управления, в принципе, может быть установлено и в отсутствии ограниченности множества допустимых управлений. Однако для этого понадобится некоторое дополнительное условие на минимизируемый функционал. 

Замечание 3.5. В примере 7 нам предстоит доказать существование оптимального управления без использования выпуклости множества допустимых управлений.

Замечание 3.6. Вспомним, что в доказанной ранее теореме 1 выводились условия, при которых задача не может иметь двух решений, т.е. либо решение вообще не существует, либо оно существует и единственно. Сама по себе теорема 3 говорит о существовании, но никак не о единственности решения задачи. Имея справедливость условий обеих утверждений, мы установим, как существование, так и единственности решения задачи. Таким образом, если в условиях теоремы 3 потребовать еще строгую выпуклость функционала, то мы получим не только существование, но и единственность решения.

Теперь нам предстоит попытаться доказать с помощью теоремы 3 существование решения задачи 0, которую мы в действительности уже давно решили.
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